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PROBABILITES 

1) Vocabulaire de base des probabilites 

Definitions et notation: 

On appelle Experience aleatoire toute experience realisee suivant un protocole experimental precis et reproductible a 
Fidentique. Chaque repetition est appelee une epreuve. L’ensemble des resultats possibles est appele Univers des 
possibles (ou des eventualites, ou des issues), et est souvent note Q . 

Exemple : Jet d’un de a 6 faces. Q = {l; 2; 3; 4; 5; 6} . Card (Q) = 6 

Definitions 

On appelle evenement tout sous-ensemble (ou partie) de l’univers des possibles. 

Si l’evenement est reduit a une seule issue, on dit qu’il est elementaire. 

Q est appele evenement certain. 0 est appele evenement impossible. 

Exemples : 

Considerons comme experience aleatoire le jet d’un de a 6 faces. Q = jl; 2; 3; 4; 5; 6} . Card (Q) = 6 
L’evenement A « tirer un nombre pair » se traduit par le sous-ensemble A = {2; 4; 6} . Card (v4) = 3 
L’evenement B « tirer un nombre impair » se traduit par le sous-ensemble B = jl; 3; 5} 

Les evenements {1} ; {5} et {6} sont elementaires. L’evenement « tirer un nombre <0 » est impossible. L’evenement 
« tirer un nombre >0 » est certain. 

Definitions 

L’evenement « A et B », note A r\B est obtenu en regroupant les evenements elementaires communs a A et a B. 

Deux evenements seront dits incompatibles (ou disjoints) si et seulement si Ac\B = 0 

L’evenement « A ou B », note AvjB est obtenu en regroupant les evenements elementaires contenus dans A ou dans B. 

Si A est une partie de Q , l’evenement contraire de A, note A , est compose des evenements elementaires de Q qui ne 
sont pas contenus dans A. 

Exemples 

En reprenant l’exemple et les notations precedentes, on a AvjB = Q et Ac\B = 0 . De plus B = A et A = B 

2) Frequence d’un evenement 

Definition 

Soit A un evenement lie a une experience aleatoire. 

Repetons n fois cette experience. Soit n A le nombre de realisations de A lors de ces n repetitions. 

ri 

La frequence de realisation de l’evenement A est alors f n ( A) = — 

n 

L’experience montre que lorsque n devient de plus en plus grand, f n tend a se stabiliser autour d’un nombre p. 

Ce nombre p s’appelle alors probability de l’evenement A et se note p(A) 

Proprietes des frequences : 

1) /„(«H , car Q etant toujours realise, n n =n 

2) Pour tout evenement A, f n (^4) e [0; l] car 0 < n A < n 

3) Si A et B sont incompatibles, f n (A U 5) = f n (v4) + f n (5) car n AuB =n A +n B 

3) Notion de probability 

Definition : 

Definir une probability, liee a une experience aleatoire, c’est associer a chaque evenement un reel de l’intervalle [0 ;1] 

La somme des probabilites des evenements elementaires soit egale a 1 

La probability d’un evenement soit egale a la somme des probabilites des evenements elementaires qui le composent. 
Une probability p est done une fonction detune sur l’ensemble des evenements, a valeurs dans [0 ;1] 
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Exemples : 

On lance un de cubique parfaitement equilibre, et on note le chiffre obtenu. Q = jl; 2; 3; 4; 5; 6} 


Issue co i 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Probability p ( co t ) 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


6 

6 

6 

6 

6 

6 


On a 2>(( W }) = 2M{ W /}) = 1 

wgQ i = 1 


Soit A l’evenement « tirer un nombre pair », alors p(A ) = — I — = — = — 

6 6 6 6 2 

112 1 

Soit B l’evenement « tirer un multiple de 3 », alors p(B ) =—+—=—=— 

6 6 6 3 

De plus p(A nB) = /?({ 6} ) = — 

6 


Interpretation : La probability d’un evenement traduit la confiance que Lon a dans la realisation de celui-ci. 

Une probability proche de 1 traduit une confiance elevee tandis qu’une probability proche de 0 traduit le peu de 
confiance dans sa realisation. 


REMARQUE : U ne probability n'est pas definie de maniere unique ! 

Reprenant la situation precedente, et supposant que le de est truque, on peut bien se trouver dans la situation : 


Issue co i 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

Probability 

i 

1 

1 

1 

1 

1 

pi®,) 

12 

6 

12 

3 

n 

4 


6 

On a toujours E = E^({ W '}) = 1 > et on a alors 

wgQ i = 1 


... 1 1 1 3 1 1 

p(A) = - + - + - = — et p(B) = — + - = 
6 3 4 4 12 4 


]_ 

3 


4) Proprietes des probabilites 

Soit E une experience aleatoire d’univers des possibles Q = . 


Proprietes elementaires 

Par definition meme de la notion de probabiltie 

1) p (0) = 0 et p(Q) = 1 

2) Pour tout evenement A, 0<p(A)<\ 


Theoreme : 

Si A et B sont deux evenements. La probability de l’evenement (A ou B) est donnee par : 


p{AkjB) = p{A) + p(B)~ p(AnB) 


Dans le cas particular ou A et B sont incompatibles, cette formule se resumera a 


p(AyjB) = p(A) + p(B) 


Preuve : 

Pour denombrer les d’issues de on denombre celles de A, puis cedes de B, et on minore le tout de cedes de 

A n5 qui ont ete comptees deux fois. 

Dans le cas particulier ou Ar^B = 0 , il n’y a rien a soustraire puisque p(An B)=p(0 )= 0 


Corollaire : 


Quel que soit V evenement A, 


pffl-p(A) 


Preuve : 

A<uA = Q et An A = 0 done d’apres ce qui precede, pfvjf = + - Or p^AuAf p(fl) = 1 


Page 3/24 


25/02/2008 


Cours et exercices de mathematiques M.CUAZ , http://mathscyr.free.fr 

5) Situation d’equiprobabilite 

Lorsque tous les evenements elementaires ont la meme probability on dit qu’il y a equiprobabilite. 

Dans si l’univers des possibles Q a pour cardinal N, les evenements elementaires ont une probability egale a — . 

N 


Propriete : 

Sous l’hypothese d’ equiprobabilite des evenements elementaires d’une experience aleatoire, d’univers des possibles Q. 


alors pour tout evenement A, on a : 


p(A) = 


Card {A) 


Card (Q) 


On retient souvent : 
Preuve : 


p{A) = 


nombre de cas favorables 


nombre de cas total 


Notons A = I co x :o) : .:...o> r j . On a alors 
p(A) = p((o l ) + p(o) 2 ) + ....p(a) p ) 


p(A) = 


Card (A) 


Card {CL) 


111 Ip 

1 h — D X — — 

N N N N N 

p fois 

yjv Attention ! Cette formule est fausse en cas de non equiprobabilite. 

f * \ Dans fexemple du de truque, avec : 


Issue co i 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Probability p ( oj i ) 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

12 

6 

12 

3 

12 

4 


3 1 

Si on note A l’evenement « tirer un nombre pair », II est INTERDIT d’ecrire que p(A) = — = — car nous ne sommes 

6 2 

pas en situation d’ equiprobabilite 

6) Probabilities conditionnelles, evenements independants 

Dans une classe de 36 eleves, 23 eleves ont 18 ans, 29 eleves sont des filles et 17 filles ont 18 ans. On choisit au hasard un 
eleve de cette classe. On s’interesse aux evenements suivants : A : « l’eleve est une fille » , B : « l’eleve a 18 ans » , 

29 23 17 

AnB : « l’eleve est une fille de 1 8 ans ». Ainsi p(A ) = — , p(B) = — et p(A n5) = — 

36 36 36 

Mais si on sait que l’eleve est une fille, V ensemble de reference change : la probability que l’eleve ait 18 ans, sachant 

, t nombre de filles de 18 ans 17 

que c est une fille, est alors = — 

nombre total de filles 29 

17/ 


_ t 17 /36 p(AnB) 

On remarque alors que — = - - 


29 29 


36 


p(A) 


Definition : 

Soit A et B deux evenements d’un meme univers, tels que A soit de probability non nulle. 

Le probability conditionnelle de B sachant que A est realise, ou encore probability de B sachant A, est definie par 


Pa(B) 


p{Ar\E) 

p(A) 


Si on connait la probability conditionnelle de A sachant que B est realise et la probability de B, alors on peut calculer la 


probability de l’evenement de l’evenement « A et B » : p(A C\B) = p(A)x p A (B ) 


Arbre de probability conditionnelle 

On traduit souvent la situation sous la forme d’un arbre de probability conditionnelle. 
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B B B B 
AnB AnB AnB An B 


La premiere branche est ponderee 
par ^(A) et p \ A j 


La deuxieme branche est ponderee 

par les probability conditio imelles 


Definition : 

Soit A et B deux evenements d’un meme univers, de probabilites non nulles. 

On dit que les evenements A et B sont independants lorsque la realisation de l’un ne change pas la probability de 


realisation de l’autre. Autrement dit, A et B sont independants si 


Pa{ b ) = p( b ) 


OU 


Pb( a ) = p( a ) 


Consequence : 

Si A et B sont deux evenements independants, la propriety p A (B^) = p(B^) se traduit par 


p(AnB) 


p(A nB) = p(A) x p(B) 


p(B) done par : 


7) Variables aleatoires 

Definition : 

Soit Q l’univers associe a une experience aleatoire. On appelle variable aleatoire toute fonction X de Q dans R . 
est alors 1’ image de Q . 


Exemples : 

On jette un de cubique et on s’interesse au jeu suivant : si on obtient un numero <4 on perd 1 €, sinon on gagne 2 €. 
L’ application X qui a tout tirage associe le gain obtenu (une perte est un gain negatif) est une variable aleatoire (discrete 

( . f . f-1 ssi 1 < w < 4 

prenant un nombre fini de valeurs). On a Q = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } , X (Q) = \ -1, 2 } et X (w) = < 

2 ssi 5 <w<6 


Loi de probabilite, esperance, variance 

Soit X une variable aleatoire definie sur Q . 

Soit {x l9 x 2 ,....x n } V ensemble des valeurs prises par X et p t la probability de l’evenement « X = x t » 

n 

On a alors ^ p t -p x + p 2 + P n — ^ 

i = 1 


Definition: 

On appelle loi de probability de Ala fonction qui a tout x i associe le nombre p t = p ( X — x. ) 
On utilise souvent la representation a l’aide d’un tableau 


Valeurs possibles x [ 

Xi 

x 2 


X n 

probabilite p f = p(X = x ) 

Pi 

P 2 


Pn 


Exemples : 

Le tableau suivant nous donne la loi de probability de X : 
Exemple de calcul : 

/X* = 2) = /X{5}) + /X{6}) = 7 + 7 = 7 = ^. 

O D O 3 


k 

-i 

2 

"a 

ii 

2 

3 

1 

3 
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Definitions : 

L’esperance de cette loi est le nombre note i?(X) , egal a : 
Definition: 

La variance de cette loi est le nombre note V(X) defini par : 


n 

E { X ) = HPi X i = Pl X l+P2 X 2+—Pn X n 


i = 1 


V(X) = Z P, (*, - . E (X)f = p, (*, - E(X)f + p 2 (x 2 - E(X)f +....p,(x,~ E(X)f 


i = 1 


(II s’agit de l’esperance de la variable aleatoire X-E(X)) 

Propriete (formule de Koenig) 

La variance est donnee par la formule F (X) = p x x± + p 2 x \ + . . . .p n x„ — [ E (X) J 


esperance de la variable aleatoire X 2 C arre de l'esperance 

de la variable aleatoire X 


Preuve : 


V(X) = X Pi (x,-E(X)f 

i = 1 

= t,P,U-2x,E(X)+(E(X)f) 

i = 1 V ’ 

+t J P\-2xM x ))+t J P,(E( x )) 1 

i = 1 i=l i = 1 

= E(x 2 )- 2 E(X) t 2 P,x,+(E(X)) 2 f i p, 


i = 1 v v J i = 1 

ne depend pas v v J ne depend pas * 

de i, done peut =E[X ) de i, done peut =1 


etre sorti de la 
somme 


etre sorti de la 
somme 


= e(x 2 )-2E(X) 2 +E(X) 2 

= e(x 2 )-e(x ) 2 

Definition : L’ecart-type de cette loi, note <J , est la racine carree de la variance : <r( A' ) = Jl ' ( A ' ) 

Proprietes 

1) On a toujours V (X) > 0 ; done on peut toujours calculer a (X) = -yJV(X) . De plus on a toujours cr (X) > 0 . 

2) cr (X) 2 — V (X) , c’est pourquoi V(X) est souvent note cr 2 . 


Exemples : 

2 1 (21 

Dans fexemple precedent, E (X) = — x (— 1) + — x2 = 0 et V (X) = — x (- 1) 2 + — x (2) 2 

3 3 y 3 3 

D ? ou cr(X) = V2 . 

Fonction de repartition. 

Definition : 

La fonction de repartition de X est la fonction 


- 0 2 =2 


F : 




[ 0 , 1 ] 


x h> F(x) = P(X<x) 


Exemples : Ici, F(x ) = 


0 si x < — 1 


— si -l<x<2 
3 

1 si x > 2 
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8) Loi binomiale 

Un candidat doit repondre successivement a 5 questions de la forme QCM. Chaque question comporte quatre reponses, 
dont une seule est exacte On suppose que le candidat repond au hasard, et que les reponses aux questions sont donnees de 
maniere independante. On note X la variable aleatoire egale au nombre de bonnes reponses sur les 5 questions. On a done 


X(Q) = {0,1,2,3,4,5}. 

Quelle est la probability que le candidat obtienne exactement trois reponses 
exactes (c'est a dire X=3) ? 

Un arbre permettrait de repondre a la question : 



T T T 

question 1 2 3 


II faut denombrer le nombre de chemins ayant emprunte 3 branches "bonne reponse" (probability 0,25) et 2 branches 
"reponse fausse" (probability 0,75), chacun des chemins etant done affecte d'une probability (0,25) 3 (0,75) 2 

II y a autant de ces chemins que de mots de 5 lettres contenant 3 lettres V et 2 lettres F, soit 


On a done 


f 5 ^ 


f 5 l 



v3 y 



Definitions : 

Une epreuve de Bernoulli est une experience aleatoire a deux issues possibles : « Succes » et « Echec ». Si on note p la 
probability d’un succes, alors la probability d’un echec est egale a q = 1 — p . 


Propriete-definition : 

Si on considere une experience aleatoire, n’ayant que deux issues, un succes de probability p , et un echec de probability 
q=l-p , repetee n fois de maniere independante, et si on note Ala variable aleatoire designant le nombre de succes obtenus 
au cours de ces n repetitions, on dit que la variable aleatoire X suit la loi binomiale de parametre n etp , notee B(np ) 


Alors pour tout entier k , tel que 0 < k <n, 


p(X = k) 






P k (l- P ) 


Proprietes : 


Si X suit la loi binomiale B(n,p) alors E(X) = np , V ( X ) = np{\ - p) 


(j(X) = Jnpil-p) 


9) Autres exemples de lois discretes 


Loi de Poisson £(/ 1) 


Definition : 

Une variable aleatoire X suit la loi de poisson L (/l) si et seulement si sa loi de probability est definie par : 


Pour tout entier naturel k. 


P(X = k) = e~ z 


k\ 


Une telle loi intervient dans des experiences aleatoires dont les resultats futurs sont independants des resultats passes. 


Proprietes : Si X suit la loi de Poisson L(X) alors E(X) = A , V ( X ) = A et <r(X) = -JA 


Si n est « grand », si p est « proche » de 0 et si np « n’est pas trop grand » alors on peut approcher la loi binomiale 
B(n\ jp)par la loi de Poisson L(np ) 
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10) Lois continues 

Dans ce paragraphe, on aborde les lois de probability continues, dont funivers est un intervalle / = [a; b\ ou [a;+oo[ de 
R non reduit a un point (Cet uni vers est done infini). 


Definition : 

Soit / une fonction continue, positive sur un intervalle / = [a; b\ (respectivement [a; +oo[ ). 
On definit sur I une loi de probability P dont / est appelee densite si : 

b x 

= 1 ( respectivement lim [ / (t)clt = 1 ) 

X— »+oo J 

a a 



Si c et d designent les bomes d'un intervalle J , (de la forme [c; d\ , [c; d[ , ]c; d\ , ]c; d[ ), avec c et d elements de 

c 

. De plus pour tout intervalle J = [c; +oo[ , ou c appartient a /, on a />(./) = 1 - 1 / ( t)dt 



Remarques - Proprietes 

- Puisque / est positive sur I, la probability de fintervalle J d’extremites c et d s’interprete comme faire comprise entre la 

courbe C representant/ faxe des abscisses et les droites d'equations x = c et x = d 

c 

- Pour tout element c , p ({<?}) = J/ (t)dt = 0 


- La probability de la reunion d’intervalle disjoints est la somme des probability s de chacun 
Quelques exemples : 

Definition : (Loi de duree de vie sans vieillissement) 

La loi exponentielle de parametre X (reel strictement positif) a pour densite la fonction f ? deflnie sur fintervalle 
/ = [0; +oo [ par f x (t) = Xe~ Xt . 


Remarque : Une telle definition est possible car f ? est positive sur [0;+oo[ et lim fAt)dt = 1 

L L x — »+00 J 

0 

Definition : (Loi uniforme sur [0;1]) 

La loi uniforme P sur [0;1] modelise le choix d'un nombre reel au hasard dans fintervalle [0;1], 

Pour tous reels c et d de [0; 1], tels que c < d , si I designe fun des quatre intervalles [c; d ] , [c;J[ , ]r; d ] , ]c ; c/[ , 
on a p(I ) = d -c 
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PROBABILITES - RESUME 


L’univers Q est rensemble des resultats possibles d’une experience aleatoire. Un evenement A est une partie de Q 


Langage ensembliste 

Langage probabiliste 

Notation 

Q 

Univers des possibles 

Q = {at l ;a> 2 ;a> 3 ;..ua n } 

W * e [l;w] 

Evenement elementaire 

W * e [l;w] 

A est une partie de Q 

A est un evenement 

A cz Q 

A est vide 

L’ evenement A est impossible 

A = 0 

A est egal a Q 

L’evenement A est certain 

A = Q 

C = AuB 

C est 1’ evenement « A ou B » 

C = AvjB 

C = AnB 

C est 1’ evenement « A et B » 

C = AnB 

A et B sont disjoints 

Les evenements A et B sont incompatibles 

AnB = 0 

A et B sont complementaires 

Les evenements A et B sont contraires 

B = A 


Une probability p detune sur Q verifie : 
- Pour tout evenement A 


0< p(A )< 1 

. On a 

p(0) = 0 

et 

p(n)=i 


- La somme des probabilites des evenements elementaires vaut 1 

- La probability d’un evenement est egale a la somme des probabilites des evenements elementaires qui le composent 


En cas d’equiprobabilite, 


p(A) = 


Card {A) 


Card (Q) 


. Pour deux evenements A et B, 


p(AuB) = p(A) + p(B)-p(AnB) 


S’ils sont incompatibles p(AuB) = p(A) + p(B ) 


. Pour tout evenement A, 


7 ( a ) = 1 ~p( a ) 


Si A et B sont deux evenement, tels que p(A)^0, on definit la 

probability conditionnelle de P evenement B sachant A par 


Pa{ B ) = 


p(AnB) 


p(A) 


En version « multiplicative » on a 


p(AnB) = p(A)xp A (B) 



probabilites conditionnelles 

Les evenements A et B sont independants lorsque la realisation de l’un n’influe pas sur la realisation de l’autre. 
Autrement dit, 


Pa( B ) = p( B ) ou Pb( A ) = p( A ) , ce qui se traduit en pratique par p(A n B) = p(A) x p(B) 


Variable aleatoire : 

Soit Q l’univers associe a une experience aleatoire. On appelle variable aleatoire toute application X de Q dans R . 
X (Q) est alors l’image de Q . La loi de probability de la variable aleatoire X est la fonction 

L:X( Q) -A [0,ll 

. Elle est souvent presentee dans un tableau : 

k h-> L(k) = P(X = k) 



valeurs possibles 

A 

x 2 





probability 

Px 

P 2 


Pn 


L’esperance de cette loi est le nombre note E(X) a egal a : 

E(X) = p l x l +p 2 x 2 +....p n x n 


La variance de cette loi est le nombre note V(X) defini par : V(X)=E[X-E(X)] , autrement dit : 
V{X) = p x (x, -E{X)) 2 + p 2 (x 2 -E(X)f +....p n (x n -E(X)f 
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Propriete (formule de Koenig) V (X) = p x x x + p 2 x^ +....p n x„ — 

esperance de la variable aleatoire X 2 carre de l'esperance 

de la variable aleatoire X 


L’ecart-type de cette loi, note <j , est la racine carree de la variance : a (X) = yJV(X) 

On a toujours V (X) > 0 ; done on peut toujours calculer cr (X) = s]V(X ) . De plus on a toujours cr (X) > 0 . 

Loi binomiale 

Une epreuve de Bernoulli est une experience aleatoire a deux issues possibles : « Succes » et « Echec ». Si on note p la 
probability d’un succes, alors la probability d’un echec est egale a q = \ — p . 

Si on considere une une epreuve de Bernoulli, de succes de probability p , et d’ echec de probability q=\-p , repetee n fois 
de maniere independante, et si on note X la variable aleatoire designant le nombre de succes obtenus au cours de ces n 
repetitions, on dit que la variable aleatoire X suit la loi binomiale de parametre n et p , notee B(np) 

Alors pour tout entier k , tel que 0<k<n, 




VP) 


Si X suit la loi binomiale B(np) alors 

E(X) = np , 

V(X) = np{\-p) 

et 

o-(X) = yJnp(l-p) 


Loi de Poisson L(A ) 

Une variable aleatoire X suit la loi de poisson L (/l) si et seulement si sa loi de probability est definie par : 
Pour tout entier naturel k , 


P(X = k) = e~ x — 
k\ 


Si X suit la loi de Poisson L(Z) alors E(X) = A , V ( X ) = A et cr(X ) = \[X 


Si n est « grand », si p est « proche » de 0 et si np « n’est pas trop grand » alors on peut approcher la loi binomiale 
B(n \ par la loi de Poisson L(np ) 

Lois continues 

Soit / une fonction continue, positive sur un intervalle / = [a; b\ (respectivement [a;+co[). 

On definit sur I une loi de probability P dont / est appelee densite si : 

b x 

[ / (t)dt = 1 ( respectivement lim f f(t)dt = 1 ) 

J X — ^+oo J 

a a 

- Si c et d designent les bomes d ? un intervalle J, (de la forme [c; J],[c;J[,]c; <i],]c;<i[), avec c et d elements de I, 

d c 

p(J ) - | / (t)dt . De plus pour tout intervalle J = [c; +oo[ , ou c appartient a /, on a p(J ) = 1 - J / ( t)dt 


Loi de duree de vie sans vieillissement : 

La loi exponentielle de parametre X (reel strictement positif) a pour densite la fonction f k definie sur fintervalle 
/ = [0; +oo[ par f k (t) = Ae ~ At . 

Ainsi, pour tout reel x > 0 , 

Loi uniforme sur [0;11 

La loi uniforme P sur [0;1] modelise le choix d ? un nombre reel au hasard dans fintervalle [0;1]. 

Pour tous reels c et d de [0; 1], tels que c < d , si I designe fun des quatre intervalles [c;J] , [c;d[ , ]c; d\ , ]c; d[ 
on a p(I) — d — c 
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PRQBABILITES - EXERCICES 

Exercice n°l. (correction) 

Dans chacune de situations decrites ci-dessous, enoncer l’evenement contraire de l’evenement donne. 

1) Dans une classe, on choisit deux eleves au hasard. A : « Les deux eleves sont des filles ». 

2) Dans un groupe de suisses et de beiges, on discute avec une personne. B : « La personne est un homme beige ». 

3) Au restaurant, Luc prend un plat et un dessert. C : « Luc prend une viande et une glace ». 

4) A une loterie, Elise achete 3 billets. 

D : « L’un des billets au moins est gagnant » , E : « Deux billets au maximum sont gagnants. 

Exercice n°2. (correction) 

Une ume contient des boules blanches, noires et rouges. On tire une boule de l’urne. On note : 

A : « Tirer une boule blanche ». 

B : « Tirer une boule ni blanche ni rouge ». 

C : Tirer une boule noire ou une boule rouge ». 

1) A et B sont-ils incompatibles ? 

2) B et C sont-ils incompatibles ? 

3) Traduire par une phrase ne comportant pas de negation A et B . 

Exercice n°3. (correction) 

Lors d’un jet de deux des cubiques, on s’interesse aux evenements suivants : 

A : « La somme obtenue est au moins egale a 5 ». 

B : « La somme obtenue est au plus egale a 5 ». 

C : « La somme obtenue est strictement inferieure a 3 ». 

1) A et B sont-ils contraires ? 

2) B et C sont-ils incompatibles ? 

3) Traduire par une phrase C . 

4) A et C sont-ils incompatibles ? 

Exercice n°4. (correction) 

On choisit une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. On note : 

A fevenement : "La carte choisie est un pique". 

B fevenement : "La carte choisie est rouge (coeur ou carreau)". 

C revenement : "La carte choisie est une figure (valet, dame, roi)". 

1) Presenter un modele mathematique decrivant T experience aleatoire. 

2) Determiner les probabilites des evenements A,B,C,AnB,BnC,AuB,AuC. 

3) Determiner la probability de fevenement D "La carte choisie n’est ni un pique ni une figure". 

Exercice n°5. (correction) 

On jette une piece de monnaie 3 fois de suite. 

1) Donner la liste de tous les resultats possibles en notant P pour Pile et F pour Face (exemple : PPF). 

2) Donner la probability des evenements suivants : 

A « le tirage ne comporte que des Piles ». 

B « le tirage comporte au moins une fois Face ». 

Exercice n°6. (correction) 

Dans une assemblee de 250 personnes, on ne remarque que les hommes portant la cravate ou ayant les yeux bleus. II y a 
120 hommes qui portent la cravate, 85 hommes qui ont les yeux bleus, dont 50 portent la cravate. 

On discute avec une personne choisie au hasard dans cette assemblee. 

1) Quelle est la probability que ce soit un homme portant la cravate. 

2) Quelle est la probability que ce soit un homme aux yeux bleus et portant la cravate. 

3) Quelle est la probability que ce soit un homme aux yeux bleus ou portant la cravate. 

4) Quelle est la probability de discuter avec une personne qui n’est ni un homme aux yeux bleus, ni un homme portant la 
cravate ? 

Exercice n°7. (correction) 

Lors d’un referendum, deux questions etaient posees. 

65 % des personnes ont repondu « oui » a la premiere question, 5 1 % ont repondu « oui » a la seconde question, et 46 % 
ont repondu « oui » aux deux questions. 
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1) Quelle est la probability qu’une personne ait repondu « oui » a l’une ou l’autre des questions ? 

2) Quelle est la probability qu’une personne ait repondu « non » aux deux questions ? 


Exercice n°8. (correction) 

On lance un de a 6 faces. On note p t la probability de sortie de la face marquee i . Ce de est truque de telle sorte que les 
probability s de sortie des faces sont : p x = 0,1 ; p 2 = 0,2 ; p 3 = 0,3 ; p 4 = 0,1 ; p 5 = 0,15 . 

Quelle est la probability de sortie de la face marquee 6 ? 

Quelle est la probability d’obtenir un nombre pair ? 

Exercice n°9. (correction) 

On lance un de a 6 faces. On suppose que la probability d’apparition de chaque face est proportionnelle au numero inscrit 
sur elle. 

Calculer la probability d’apparition de chaque face. 

Calculer la probability d’obtenir un nombre pair. 

Exercice n°10. (correction) 

Dans un lycee, quel que soit le niveau, un eleve peut etre 
exteme ou demi-pensionnaire. 

L’arbre ci-contre indique la repartition selon le niveau et la 
qualite de 1’ eleve (E: exteme ; DP: demi-pensionnaire) 

1) Recopier et completer cet arbre. 

2) a) Determiner le pourcentage d’eleves extemes dans ce 
lycee. 

b) Determiner la part des Terminales parmi les externes. 



Exercice n°l 1. (correction) 

Dans un magasin d’electromenager, on s’interesse au comportement d’un acheteur potentiel d’un televiseur et d’un 
magnetoscope. La probability pour qu’il achete un televiseur est de 0,6. 

La probability pour qu’il achete un magnetoscope quand il a achete un televiseur est de 0,4. 

La probability pour qu’il achete un magnetoscope quand il n’a pas achete de televiseur est de 0,2. 

1) Quelle est la probability pour qu’il achete un televiseur et un magnetoscope ? 

2) Quelle est la probability pour qu’il achete un magnetoscope ? 

3) Le client achete un magnetoscope. Quelle est la probability qu’il achete un televiseur ? 

4) Completer l’arbre de probability suivant : 



Exercice n°12. (correction) 

On dispose de deux urnes u x et u 2 . L’ume u x contient trois boules blanches et une boule noire . L’ume u 2 contient une 
boule blanche et deux boules noires. On lance un de non tmque. Si le de donne un numero d inferieur ou egal a 2, on tire 
une boule dans l’urne u x . Sinon on tire une boule dans l’urne u 2 . (On suppose que les boules sont indiscernables au 
toucher) 

1) Calculer la probability de tirer une boule blanche. 

2) On a tire une boule blanche. Calculer le probability qu’elle provienne de l’ume u x . 

Exercice n°13. (correction) 

Le quart d’une population a ete vaccine contre une maladie contagieuse. Au cours d’une epidemic, on constate qu’il y a 
parmi les malades un vaccine pour quatre non vaccines. On sait de plus qu’au cours de cette epidemic, il y avait un 
malade sur douze parmi les vaccines. 

a) Demontrer que la probability de tomber malade est egale a 

b) Quelle etait la probability de tomber malade pour un individu non- vaccine ? 

c) Le vaccin est-il efficace ? 
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Exercice n°14. (correction) 

Une ume contient sept boules : une rouge, deux jaunes et quatre vertes. Un joueur tire au hasard une boule 

Si elle est rouge, il gagne 10 € , si elle est jaune, il perd 5 €, si elle est verte, il tire une deuxieme boule de Fume sans avoir 

replace la premiere boule tiree. Si cette deuxieme boule est rouge, il gagne 8 €, sinon il perd 4 €. 

1) Construire un arbre pondere representant l’ensemble des eventuality s de ce jeu. 

2) Soit X la variable aleatoire associant a chaque tirage le gain algebrique du joueur (une perte est comptee 
negativement). 

a) Etablir la loi de probability de la variable X 

b) Calculer l'esperance de X 

3) Les conditions de jeu restent identiques. Indiquer le montant du gain algebrique qu’il faut attribuer a un joueur lorsque 
la boule tiree au deuxieme tirage est rouge, pour que l’esperance de X soit nulle. 

Exercice n°15. (correction) 

On considere un de rouge et un de vert, cubiques, equilibres. 

Le de rouge comporte : deux faces numerotees -1 ; deux faces numerotees 0 ; -deux faces numerotees 1. 

Le de vert comporte : une face numerotee 0;trois faces numerotees l;deux faces numerotees 2. 

On lance simultanement les deux des. On note X la somme des points obtenus. 

1) Determiner la loi de probability de X. 

2) Definir F, fonction de repartition de X et construire sa representation graphique 


Exercice n°16. (correction) 


Le tableau suivant donne la repartition de 150 stagiaires en 


Tennis 

Equitation 

Voile 

fonction de la langue choisie et de 1’ activity sportive choisie. 

Anglais 

45 

18 

27 

On choisit un eleve au hasard. 

Allemand 

33 

9 

18 

1) Les evenements « etudier l’allemand » et « pratiquer le tennis » sont-ils indepenc 

ants ? 


2) Les evenements « etudier l’anglais » et « pratiquer la voile » sont-ils independants ? 

Exercice n°17. (correction) 

Dans une academic, les eleves candidats au baccalaureat serie ES se repartissent en 2003 selon les trois enseignements de 
speciality : mathematiques, sciences economiques et sociales et langue vivante. Nous savons de plus que : 37% des 
candidats ont choisi l’enseignement de speciality mathematiques. 

25% des candidats ont choisi l’enseignement de speciality langue vivante. 

21% des candidats ont choisi l’enseignement de speciality mathematiques et ont obtenu le baccalaureat. 

32,5% des candidats ont choisi l’enseignement de speciality SES et ont obtenu le baccalaureat. De plus, parmi les 
candidats ayant choisi l’enseignement de speciality langue vivante, 72,5% ont obtenu le baccalaureat. On interroge un 
candidat pris au hasard. On note : 

M l’evenement « le candidat a choisi l’enseignement de speciality mathematiques » ; 

S l’evenement « le candidat a choisi l’enseignement de speciality sciences economiques et sociales » ; 

L l’evenement « le candidat a choisi l’enseignement de speciality langue vivante » ; 

R l’evenement « le candidat a obtenu le baccalaureat ». 

On pourra faire un arbre pour faciliter la reponse aux questions. Les resultats seront arrondis au millieme. 

1) Traduire en termes de probabilites les informations numeriques donnees ci-dessus. 

2) a) Determiner la probability pour que ce candidat ait choisi l’enseignement de SES. 

b) Determiner la probability pour que ce candidat ait choisi l’enseignement de speciality langue vivante et ait reussi aux 
epreuves du baccalaureat. 

3) Quelle est la probability pour que ce candidat ait choisi l’enseignement de speciality langue vivante et ait echoue au 
baccalaureat ? 

4) Ce candidat a choisi l’enseignement de speciality mathematiques. Quelle est la probability qu’il n’ait pas obtenu le 
baccalaureat ? 

5) Montrer que le pourcentage de reussite au baccalaureat pour les candidats de ES dans cette academic est 71,6%. 

6) On interroge successivement au hasard et de fagon independante trois candidats. 

a) Quelle est la probability qu’au moins l’un d’entre eux soit regu ? 

b) Quelle est la probability que deux candidats sur trois exactement soient regus ? 

Exercice n°18. (correction) 

On utilise deux pieces de monnaie : l’une pipee, de sorte que lorsqu’on la lance, la probability d’obtenir pile soit 1/4 ; 
l’autre normale dont la probability d’obtenir pile est 1/2 a chaque lancer. 

1) On prend une piece au hasard (chacune des deux pieces a une probability 1/ 2 d’etre prise) 
a) Quelle est la probability d’obtenir pile ? 
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b) On a obtenu pile : quelle est la probability d’ avoir utilise la piece pipee. 

c) Quelle est la probability d’obtenir au moins une fois pile en faisant trois lancers avec la piece choisie ? 

2) Trois fois on choisit Tune des pieces au hasard qu’on lance (chacune des deux pieces a done a chaque fois une 
probability 1/2 d’etre lancee) : determiner la probability d’obtenir au moins une fois pile 

3) On lance les deux pieces ensembles : quelle est la probability d’obtenir le meme resultat pour les deux pieces ? 

Exercice n°19. (correction) 

On selectionne les candidats a un jeu televise en les faisant repondre a dix questions. Ils devront choisir, pour chacune des 
questions, parmi quatre affirmations, celle qui est exacte. Un candidat se presente et repond a toutes les questions au 
hasard. On appelle Xla variable aleatoire designant le nombre de reponses exactes donnees par ce candidat a Tissue du 
questionnaire. 

1) Quelle est la loi de probability de XI 

2) Calculer la probability pour qu’il foumisse au moins 8 bonnes reponses, et soit ainsi selectionne. 

Exercice n°20. (correction) 

Une ume contient 3 pieces equilibrees. Deux d'entre elles sont normales : elles possedent un cote « Pile » et un cote « 
Face ». La troisieme est truquee et possede deux cotes « Face ». 

On prend une piece au hasard dans fume et on effectue de maniere independante des lancers successifs de cette piece. On 
considere les evenements suivants: 

B : la piece prise est normale. B : la piece prise est truquee. 

P : on obtient « Pile » au premier lancer. F n : on obtient « Face » pour les n premiers lancers. 

1) a) Quelle est la probability de fevenement B ? 

b) Quelle est la probability de fevenement P sachant que B est realise ? 

2) Calculer la probability de fevenement P n5 , puis de fevenement P C\B . 

En deduire la probability de fevenement P. 

3) Calculer la probability de Tevenement F n C\B puis de fevenement F n C\B . 

En deduire la probability de fevenement F n . 

Exercice n°21. (correction) 

Un sondage est effectue dans un conservatoire de musique. 

60 % des eleves pratiquent un instrument a cordes (C) . 45 % des eleves pratiquent un instrument a vent (V) 

10 % des eleves pratiquent un instrument a cordes et vent. 

1) On choisit un eleve au hasard dans le conservatoire. 

a) Quelle est la probability de Tevenement « Cet eleve pratique au moins un des instruments consideres » 

b) Quelle est la probability de Tevenement « Cet eleve pratique un et un seul des instruments consideres » 

2) On choisit au hasard un eleve pratiquant un instrument C. Quelle est la probability pour que cet eleve pratique un 
instrument V ? 

3) Soit n un entier superieur ou egal a 2. On choisit au hasard n eleves. On suppose que le nombre d’eleves du 
conservatoire est suffisamment grand pour que la probability de rencontrer un instrumentiste du type donne soit 
constante au cours du sondage. 

a) Quelle est la probability p n qu’au moins un des eleves choisis pratique un instrument C ? 

b) Determiner le plus petit entier n tel que p n > 0, 999 

Exercice n°22. (correction) 

Une ume contient 10 bulletins indiscemables au toucher, de 3 sortes : 4 sont marques « oui », 3 sont marques « non » et 3 
sont marques « blanc ». Un joueur tire simultanement deux bulletins de l’urne. Quelle est la probability qu’il obtienne un 
tirage de deux bulletins de sortes differentes. 

Exercice n°23. (correction) 

Un sac contient 5 jetons verts (numerates de 1 a 5) et 4 jetons rouges (numerates de 1 a 4). 

1) On tire successivement et au hasard 3 jetons du sac, sans remettre le jeton tire. Calculer les probabilites : 

a) De ne tirer que 3 jetons verts ; 

b) De ne tirer aucun jeton vert 

c) De tirer au plus 2 jetons verts ; 

d) De tirer exactement 1 jeton vert. 

2) On tire simultanement et au hasard 3 jetons du sac. Reprendre alors les questions a), b), c) et d). 
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PRQBABILITES - CORRECTION 

Exercice n°l (enonce) 

1) L’evenement A est « au moins un des deux eleves est un gargon ». 

2) L’evenement B est « La personne est soit une femme, soit un suisse ». 

3) L’evenement C est « Luc ne prend pas de viande ou ne prend pas de glace ». 

4) L’evenement D est « aucun billet n’est gagnant ». 

5) L’evenement E est « les trois billets sont gagnants ». 

Exercice n°2 (enonce) 

1) A et B sont incompatibles car une boule ne peut etre simultanement blanche et non blanche. 

2) B et C ne sont pas incompatibles car le tirage d’une boule noire les realise simultanement. 

3) L’evenement A est « tirer une boule noire ou rouge ». 

4) L’evenement B est « tirer une boule blanche ou rouge ». 

Exercice n°3 (enonce) 

1) A et B ne sont pas contraires car une somme egale a 5 les realise simultanement. 

2) B et C sont incompatibles car la somme ne peut etre simultanement strictement superieure a 5 (evenement B ) et 
strictement inferieure a 3 (evenement C). 

3) L’evenement C est « La somme est superieure ou egale a 3 ». 

4) A et C ne sont pas incompatibles car ils sont simultanement realises par une somme superieure ou egale a 5. 


Exercice n°4 (enonce) 

1) On note Cl l’univers des possibles, ensemble des 32 cartes du jeu. Ainsi Card (Q) = 32 . 
II y a equiprobabilite des tirages de cartes. Ainsi 

Card {A) _ 8 _1 _ Card(B) _ 16 _ 1 , , _ Card(C) _ 3x4 _ 3 

’ n ’ Card (Cl) 32 4 ’ n ’ Card(Cl) 32 2 ’ n ’ Card (Cl) 32 8 

p(AnB)-0 car une carte ne peut etre simultanement rouge et pique, 

Card(B r\C) 6 3 


p(BnC) = - 


Card (Q) 32 16 


p(A ufi) = p(A) + p(B) - p(A n 5) = -^ + 1- 0 = -i, 

^uC) = ^) + p(C)-^nC)2 + ^-L^ 

17 15 


3) On cherche p ( A u C) = 1 - p(A u C) = 1 = — . 

32 32 


& 


Remarque :ona /?^AuCj = /?^AnCj. 

Exercice n°5 (enonce) 

1) A l’aide d’un arbre comme ci-contre, 

On peut lister Q = {PPP; PPF\ PFP; PFF; FPP ; FPF; FFP; FFF) . 

D’ou Card (£2) = 8 . 

, , Card (A) 1 

2) Les tirages etant equiprobables, on a p ( A ) = — — — — = — (seul le tirage PPP convient). 


Card (Cl) 8 


Enfin, on remarque que B = A done p (B) = p (^ A j = 1 - p( A) = 1 - — = 


7 

8 8 


P 

F 

P 

F 

P 

F 

P 

F 
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Exercice n°6 (enonce) 


Le tableau suivant 

permet de denom 

3rer les differentes 

categories 


Cravate 
(evenement C) 

Pas de Cravate 
(evenement C) 

Total 

Yeux Bleus 
(evenement B) 

50 

35 

85 

Yeux non bleus 
(evenement B) 

70 

95 

165 

Total 

120 

130 

250 


On note Q 1’univers des possibles, ensemble des 250 personnes. Ainsi Card (Q) 


II y a equiprobabilite des choix de personnes. Ainsi 


1 )p{C) = 


Card (C) _ 120 _ 12 


Card (Q) 250 25 


= —,2)p{BnC) = 


85 


3) p(BuC) = p(B) + p(C)-p(BnC) = + 


Card(BuC) _ 50 + 70 + 35 


Card(B r\C) 50 
Card (fi) 

120 50 


250 


p(B(jC) = 

V ' Card (Cl) 

3) p(BnC) = P (SuC) = l-p(fiuC) = l-- = 


1 

250 5 

155 _ 31 

250 250 250 250 ~~ 50 

155 _ 31 
250 _ 50 ^ 


= — (on 


50 50 


250. 


pouvait 


aussi 


directement ecrire 


Exercice n°7 (enonce) 

Si on note A l’evenement « la personne a repondu oui a la premiere question » et B l’evenement « la personne a repondu 
oui a la deuxieme question », 1’ enonce nous foumit p(A} = 0,65 , /?(#) = 0,51 et p(AnB) = 0,46. 

1) On calcule p(AvB) = p(A) + p(B)-p(AnB) = 0,65 + 0,51-0,46 = 0,7 . 

2) On calcule p(^AnB^j = p^Au = 1- p(Au B) = 1-0,7 = 0,3 . 


Exercice n°8 (enonce) 

Si on note p 6 la probability d’ apparition du chiffre 6, la somme des probability s des evenements elementaires valant 1, on 


a P 6 = 1 - (a + P 2 + P 3 + Pa + Ps ) = 1 “ 0,85 = 0,15 . 

L’evenement A « obtenir un nombre pair » etant A = {2; 4; 6} , on a p(A) = p 2 + p A + p 6 = 0,2 + 0,1 + 0,15 = 0,45 . 



II ne fallait surtout pas ecrire p(A ) 


Card [A) 3 1 

Card (Q) 6 2 


car il n’y a pas equiprobabilite des faces de des. 


Exercice n°9 (enonce) 

Si on note p la probability d’ apparition du chiffre 1, les probability s d’ apparition des autres faces sont respectivement 
egales a 2p,3p,4p,5p,6p , puisque proportionnelles au numero de chaque face. 

Puisque la somme des probabilites des evenements elementaires vaut l,ona p + 2p + 3p + 4p + 5p + 6p = \, done 


21z? = l<^> p = — .Onen deduit done : 
21 


Face 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Probability 

1 

2 

3 

4 

5 

6 


21 

21 

21 

21 

21 

21 


Et ainsi , l’evenement A « obtenir un nombre pair » etant ^4 = {2;4; 6} 


on 


a p(A) 


_ 2 _ 4 _ _ 6 _ 

~21 + 21 + 21 


12 
21 ' 



II ne fallait surtout pas ecrire p(A) 


Card (4) 
Card (Q) 


— = — car il n 9 y a pas equiprobabilite des faces de des. 
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Exercice n°10 (enonce) 

L’arbre nous renseigne sur le fait que « 35 % des eleves du lycee sont en seconde, et parmi ces eleves de seconde, 80 % 
sont demi-pensionnaires, etc... ». 

1) La somme des poids figurant sur les aretes au depart de chaque « noeud » doit etre egale a 1 (coefficients 
multiplicateurs traduisant des pourcentages). On obtient ainsi l’arbre : 





2) Les eleves de seconde extemes represented une fraction de l’effectif total egale a 0,35 x 0,2 = 0,07 , soit 7 %. 

Les externes represented done une fraction egale a 0,35 x 0,2 + 0,25 x 0,4 + 0,3 x 0,5 + 0,1 x 0,3 = 0,35 , soit 35 %. 

3) Sur 1000 eleves, 350 sont done externes. Les eleves de terminale externes represented 1000x0,3x0,5 = 150 eleves, 

soit une part egale a x 100 « 43% a 1% pres.. 

350 

Exercice n°l 1 (enonce) 

On note T l’evenement « le client achete un televiseur » et M l’evenement « le client achete un magnetoscope ». 

L ’ enonce foumit p(T) = 0,6 (done p(T^j = 1-0, 6 = 0,4), p T (A/) = 0,4 (done p T (M^ = l-0,4 = 0,6), et />-(M) = 0,2 

(done p y {m) = 1-0,2 = 0,8, 
ce que l’on peut traduire par l’arbre de probabilites 




1) En appliquant la formule de definition d’une probability conditionnelle, dans sa « version multiplicative », 

p T (A = p(TnM) = p(T)x p T (M) = 0,6x 0,4 = 0,24 

p(T) 

2) En appliquant la formule des probabilites totales, 
p(M) = p(TnM) + p(r nAf) 

= p(T)xp T (M) + pfr)xp f ( M ) 


= 0,6x0,4 + 0,4x0,2 = 0,32 


3) On demande p M [T) = 


p{MnT)_ 0,6x0, 4 
p(M) ~ 0,32 


= 0,75 


4)Puisque p(M) = 0,32 , on a p^M^j = 1 -0,32 = 0,68 . Puisque p M (7 1 2 ) = 0,75, on a p m {t^ = \-0,15-0,25 


On calcule de la meme maniere qu’a la question 3), 


pA t )" 


'(m Q? 1 ) Q, 6 x 0, 6 0,36 9 

P {m) ~ 0,68 “ 0,68“ 17 


, donc Pn(T) = \~ = 


8 _ 
17 17 


On peut donc « inverser » l’arbre de probability : 



0,25 

^ T 

0,32^ 

- M % 7 75___ 

- T 

0,63 

9/17^- 

M 

^ T 


B/17 

T 
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Exercice n°12 (enonce) 

Notons Q l’ensemble des resultats possibles du jet de de. On a done Card (Q) = 6 . 

Notons u x l’evenement « Le tirage s’effectue dans l’ume u x » et u 2 l’evenement « Le tirage s’effectue dans l’ume u 2 ». 
Notons B l’evenement « obtenir une boule blanche » 


3 

La repartition des boules blanches et noires donnees dans l’enonce nous fournit les probability : p u ^B) = — done 


Pu x 



7 ’ ainsi que p Uj (5) = ^ 



2 

I 


Enfin, puisqu’il y a equiprobabilite dans les resultats du lancer de de, p(u x ) 


2 

6 


3 


et p (u 2 ) 


2 

I' 


On peut resumer cette situation par l’arbre de probabilites suivant : 

1) En appliquant la formule des probabilites totales, 
p(B) = p(u x n5) + p(u 2 nB ) 

= p{ u i ) x Pu t (B) + p{u 2 )x p ui ( B ) 

13 2 1 1 2 17 

— — X 1 X — — 1 — 

3 4 3 3 4 9 36 



2) On demande p B (u x ) . Puisque p(B) ^ 0 , on peut appliquer la formule de definition de la probability conditionnelle de 


l’evenement u x conditionne par B : p B (u x ) 


p(B nu x ^) 
P(») 


p[u x ni) 

W) 


i i 

3 X 4 1 36 9 

17/ ~ A X \1~ \1 
/36 


Exercice n°13 (enonce) 

Notons V l’evenement « etre vaccine » et M l’evemenent « etre malade » 

I | ^ 

L’enonce fournit p(V) = — done p(^vj = \ - — = — . De plus p M (e) = 4 x p M (V) . Puisque p M (V^ + p M (e) = 1 , on 


deduit p M ( E ) = -^ et p M ^ . Enfin l’enonce indique que p v {M} = -^ done p v [m^ = ^^. 

a) La formule des probabilites totales appliquee au systeme complet d’evenements jE;Ej , permet de calculer : 

p(M) = p(VnM) + p(vnM") = p(V)x p v (Af) + /?(F)x p- (M) 


Puisque = 


>(Mnv) _p(M)xp M (v) _p(M) 


,(v) 


x /s 4 4 16 

- , 7 3 = p(M)x — x — = —p(m) , on se retrouve avec 


1 1 3 16 


12 


1 


E equation p(M) = -x — + -x—p(M)op(M)-—p(M) = — op(M) 


i-E 

15 


= — d’ou l’on tire : 
48 


1 15 5 

p(M) = — x — = — 
v ’ 48 3 48 


b) Du coup, on calcule 

16 tA4\ 16 5 1 


c) D’apres les calculs precedents, en moyenne, 1 individu sur 9 non vaccines tombe malade, contre 1 individu sur 12 
vaccines.... 
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Exercice n°14 (enonce) 

On designe par R { l’evenement « la boule tiree au ler tirage est rouge », R 2 l’evenement « la boule tiree au 2 er 

1 2 

rouge », et ainsi de suite avec les autres couleurs. Par equiprobabilite , on a p(R { ) = — , p(J 1 ) = — et p(y x ) 

de deuxieme tirage, l’urne ne contient plus que 6 boules, dont une rouge, deux jaunes et trois vertes, ce 

d’afflrmer que p v (7? 2 ) = — done p v (R 2 ) = \- — = — 

1 6 1 v / 6 6 

1) L’arbre de probability (et les gains qui sont associes au differents 

evenements) est done ^ 



4/7 ^ VI 

2) a) X peut prendre quatre valeurs distinctes : -5 , -4 , +8 , 10 (on note X (Q) = {-5; -4; 8; 10} 

On determine les probability : 



p{X = -5 ) = p{J l ) = - 

p{X = +8) = P {V l nR 2 ) = p(V l )xp Vi {R 2 ) = ^ = y i 
Les resultats pres entes dans un tableau sont : 


p{X = -4) = p(v i nR 2 ) = p{V l )xp Vi (R 2 ) = 


4 510 
7 X 6 _ 21 


^(X = +10) = J p(i? 1 ) = 


1 


b) Par definition, E(X)-'y' j x t p (X = x i ) 


X, 

-5 

-4 

8 

10 

II 

2 

10 

2 

1 


7 

21 

21 

7 


= (-5) x p[X = -5) + (-4) x p(X = -4) + 8x p(X = 8) + 10x p(X = 10) 


c 2 10 0 2 , 1 24 

= -5x — 4x h8x — + 10x — = 

7 21 21 7 21 


3) Notons a le gain correspondant a l’evenement I ] D R. . 

~ , „, v , . 2 . 10 2 1A 1 2a -40 

Onadonc E (X =-5x 4x — + ax — + 10x — = 

v ; 7 21 21 7 21 

II suffit alors de resoudre 1’ equation : E ( X j - 0 <=> 2a - 40 - 0 <=> a - 20€ 


Exercice n°15 (enonce) 

On peut consigner les resultats dans le tableau suivant : 


De vert 
De Rouge 

0 

1 

1 

1 

2 

2 

-i 

-1 

0 

0 

0 

1 

1 

-i 

-1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

2 

2 

0 

0 

1 

1 

1 

2 

2 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

3 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

3 


1) Si on note X la somme des points obtenus, on a done X(O) = {— 1;0;1;2; 3} , avec 


X, 

-1 

0 

1 

2 

3 

II 

2 _ 1 
36 _ l8 

8 _ 2 
36~9 

12 _ 1 
36 _ 3 

10 _ 5 
36 _ IX 

4 _ 1 
36~9 


2) On definit ainsi la fonction de repartition de X par : F(x) = />( X < x) 


0 si jtc-l 

— si-l<x<0 
18 

1 2 5 , 

18 9 18 

< 1 2 1 11 . , 

1 1 — — — si 1 ^ x < 2 

18 9 3 18 

1 2 1 5 8 . . 

18 9 3 18 9 

1 2 1 5 1 , 

ll8 9 3 18 9 


tirage est 

= — En cas 
7 

qui permet 

R2 + 8 € 
R2 -4€ 


Page 19/24 


25/02/2008 


M.CUAZ , http://mathscyr.free.fr 


Cours et exercices de mathematiques 


n n 


— E 1 

U, J 
n o 



U.S 
n t 


u , f 

n Cr 



u.b 

n c 



u , s 


0.4 
n -■ 


U,J 


U i- 
i" A 


U,1 

1 1 1 1 6- 

1 1 1 1 


-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 


Exercice n°16 (enonce) 

Apres avoir complete le tableau des effectifs : 



Tennis (T) 

Equitation (E) 

Voile (V) 

Total 

Anglais (A) 

45 

18 

27 

90 

Allemand (D) 

33 

9 

18 

60 

Total 

78 

27 

45 

150 


On choisit un eleve au hasard et on note On note Q Eunivers des possibles, ensemble des 150 eleves . Ainsi 


Card (Q) = 32 . II y a equiprobabilite dans le choix des eleves. Ainsi pour tout evenement A, 


Card ( A ) 
Card (Q) 


1) On calcule separement : 


p(DnT) = p(T)xp T (D) 


78 JT__n 
_ I50 X 26 _ 50 


et p(T)x p(D^) 


78 

60 

26 20 

13 

2 

26 

X 

— x 

— x — = 

— 

150 

150 

50 50 

25 

5 

125 


Puisque p(D nT 7 )^ p(T)x p(D) 


, on peut conclure que les evenements « etudier l’allemand » et « pratiquer le tennis » 


ne sont pas independants 
2) On calcule separement : 


p(AnV) = p(V)xp v (A) 


_ 45 27 _ 27 

_ I50 X 45 _ I50 


9_ 

50 


et p(A)xp(V) 


90 _45__3 j$___9_ 

150 X 150 _ 5 X 10 _ 50 


Puisque p(AnV) = p(A ) x p(V) , on peut conclure que les evenements « etudier l’anglais » et « pratiquer la voile » sont 
independants 


Exercice n°17 (enonce) 

Le debut de l’exercice est E archetype classique d’un exercice de probabilites conditionnelles. 

1) En utilisant les notations de 1’ enonce, nous avons />(M) = 0,37, p(L) = 0,25, p[M nR) = 0,21, p[Sr\R) = 0,325 
et p L (R) = 0,725 

2) a) On calcule p (5) = 1 - (p (M ) + p (L)) = 1 - (0, 37 + 0, 25) = 1 - 0, 62 = 0, 38 

b) On calcule = p(L)x p L (7?) = 0,25x0,725 = 0,18125 « 0,181 arrondi au millieme 

3) On calcule p^L nR^ = p(L)x p L [p^ = 0,25x(l - p L (7?)) = 0,25 x (1-0,725) = 0,06875 « 0,069 arrondi au millieme 

piMnR) p(MnR\ 

4) On calcule p M yR} = — v - = — — — - arrondi au millieme. Puisque p{M) = 0,37 et p[M n 7?) = 0,21, on 

. . p(MnR) 0,21 21 /-\ , , 21 16 , 

calcule p m (R) = — — p- = = — etdonc p M (7?) = p M (R) = 1 = — *0,432 arrondi a 10 3 

My ’ p(M ) 0,37 37 ’ My ’ 37 37 

5) En appliquant la formule des probabilites totales, 

p(R) = p{L n7?) + p(S n 7?) + p^M n7?) « 0,181 + 0,325 + 0,21 * 0,716 , d’ou la reponse 

6) On repete 3 fois successivement, et de maniere independante, la meme epreuve consistant a choisir un eleve qui peut 

avoir ete recu (issue R que nous appellerons SUCCES, de probabilite 0,716) ou qui peut avoir echoue (issue R que nous 
appellerons ECHEC, de probabilite 1-0,716=0,284). Le nombre de succes suit une loi binomiale de parametre 3 et 0,716. 
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On peut materialiser cette situation par un arbre : 


R 






>284 R 
0JM5 R 

ope ^ 

Tj^64 R 

ope R 

R 


M.CUAZ , http://mathscyr.free.fr 


a) L’evenement contraire de l’evenement « au moins un des trois candidats est regu » est l’evenement « les trois candidats 
ne sont pas regus », de probabilite 0,284 3 . L’evenement considere a done pour probability 1 - 0,284 3 « 0,977 arrondi au 
millieme 

b) Pour calculer la probabilite que deux candidats sur trois exactement soient regus, soit on compte le nombre de chemins 
repondant a cette situation sur l’arbre (on en compte trois : RRR , RRR et RRR , chacun d’eux representant une 
probabilite egale a 0,716 2 xO^Sd 1 ), soit on applique la formule donnant le nombre de succes dans une situation 
binomiale, pour aboutir au calcul : 


nombre de repetitions 

A 

nombre de succes 



nombre 
de succes 


0,716 2 

probabilite 
d'un succes 


nombre 

d'echec 

x 0,284 

probabilite 
d'un echec 


= 3 x 0, 7 1 6 2 x 0, 284 1 « 0, 437 arrondi au millieme 


Exercice n°18 (enonce) 

Notons A l’evenement « le lancer s’effectue avec la piece truquee » et B l’evenement « le lancer s’effectue avec la piece 
equilibree ». L’enonce nous foumit pi^A) = p(B) = ^ • 1 



2) La situation est cette fois ci differente de la question 1) (c) car on retire une 
piece au hasard avant chaque lancer. On repete ainsi 3 fois consecutivement et 
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de maniere independante, 1’ epreuve de Bernoulli decrite dans la question 1) (a), qui admet deux issues : /?(P) = — done 

8 

= Le nombre de succes (obtention de Pile) sur les trois repetitions suit done une loi binomiale de parametre 
3 

p(P) = — et n = 3 . On raisonne encore une fois avec l’evenement contraire de « obtenir au moins une fois pile », qui est 


— \\3 


obtenir trois fois face », de probability 


f <\ 




125 

512 


. La probability d’ obtenir au moins une fois pile sur les 


trois lancers (et choix) est done 


1- 


125 387 


512 512 


3) Les resultats des deux pieces sont independants l’un de l’autre. Si on note P A l’evenement « obtenir Pile a l’aide de la 
piece truquee » et P B l’evenement « obtenir Pile a l’aide de la piece equilibree», l’evenement cherche aura done une 


probability egale a : 


p{PA^P B ) + p{F A nF B ) = p(P A )xp(P B ) + p(F A )xp(F B )=±x \ + = \ 


Exercice n°19 (enonce) 

1) On repete 10 fois successivement, et de maniere independante, la meme epreuve consistant a repondre a une question 
en choisissant au hasard et de maniere equiprobable une reponse parmi les quatre proposees. Chaque epreuve a done une 
probability de reussite egale a p = 0,25 et une probability ‘echec egale a q = 1 - p = 1 - 0,25 = 0,75 . Le nombre de succes 
X parmi les 10 repetitions suit done une loi binomiale de parametre 10 et 0,25. 

2) On a ainsi : 


p{X = 8) = 


„ . 10x9 o , , . Tl0 A 

0,25 8 x 0,75 2 = x 0,25 s x0,75 2 , p(X = 9) = 


^ 10 ^ 




0,25 9 x 0,75' =10 x 0, 25 9 x 0,75' et enfin 


p{X = 10) = 0,25 10 x 0,75° = 0,25 10 . L’evenement considere a done pour probability la somme de ces trois demiers 

vlOy 

nombres. 

Exercice n°20 (enonce) 


1) a) Les choix de pieces dans l’ume etant equiprobables, p(S) = 


Card (5) 2 


Card (Q) 3 

b) Si l’evenement B est realise, c’est-a-dire si une piece « normale » a ete choisie, la probability d’obtenir « Pile » vaut 
c’est-a-dire p B (P) = ^ 

2 11 

2) On calcule p(Pr^B^) = p(B^)x p B (P) = — x — = — 


Puisque = — , alors p{b^ = 1 — — = — . Si l’evenement B est realise, c’est-a-dire si une piece « truquee » a ete 

choisie, la probability d’obtenir « Pile » est nulle, puisque la piece truquee possede «deux « faces ». Ainsi p- (P) = 0 . On 

en deduit = p^B^jx p- (P) = ^-x 0 = 0 . 

En utilisant la formule des probabilites totales, pusique le systeme B,B j est un systeme complet d’evenement, on 
obtient p (P) = p (P n P) + p ^P n B j ^ 

3) Si l’evenement B est realise, c’est-a-dire si une piece « normale » a ete choisie, la probability d’obtenir « Face » au 


cours des n premiers lancers suit une loi binomiale de parametres n et , done p B (P n ) = 
2 

p(F,nB) = -x[-^ 




\ n J 




ViV tiV 


v z / 


\ Z J 


]_ 


et ainsi 
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Si l’evenement B est realise, c’est-a-dire si une piece « truquee » a ete choisie, la probability d’obtenir « Face » vaut 1 a 
chaque lancer, done la probability d’obtenir « Face » au cours des n premiers lancers vaut 1, c’est-a-dire p-(F n ) = l et 

n#) = -xl = - 
’ 3 3 

En utilisant la formule des probabilites totales, puisque le systeme \B,B\ est un systeme complet d’evenement, on 


ainsi p 


< f . 


/ „ — \ 

2 

rn 

" 1 , 

2 

rn 

IF nB ) 

= — X 


+ -xl = 

— x 


V n ) 

3 

UJ 

3 

3 



Exercice n°21 (enonce) 

L’ enonce nous fournit p(C) = 0,6 , p(V^ = 0,45 et p(CnV) = 0,1 

1) On calcule p(C uV) = p(C) + p(V)~ p(C nV) = 0,6 + 0,45 -0,1 = 0,95 

(on aurait pu aussi raisonner avec les effectifs ramenes a 100 eleves, 
conformement au diagramme ci-contre) 

2) a) On calcule p(CuV)-p(CnV) = 0, 95 - 0, 1 = 0, 85 
(on aurait pu aussi raisonner avec les effectifs ramenes a 100 eleves, conformement au diagramme ci-dessus) 

b) L’ enonce (ou le diagramme) fournit Pc(V) = ^ = ^ 



3) On repete n fois successivement, et de maniere independante, la meme epreuve consistant a choisir un eleve qui peut 
pratiquer un instrument C (SUCCES, de probability 0,6) ou ne pas pratiquer un instrument C (issue C que nous 
appellerons ECHEC, de probability 1-0, 6=0, 4). Le nombre de succes suit une loi binomiale de parametre n et 0,6. 

a) L’evenement contraire de l’evenement « au moins un des eleves choisis pratique un instrument C » est l’evenement 
« les n eleves choisis ne pratiquent pas un instrument C » de probability 0,4" . Ainsi p n =1-0,4" 

b) 

>0,999 <=>1-0, 4" >0,999 <=> 0,4" <0,001 


<^> 0,4" <0,001 car la fonction In est strictement croissante sur ]0;+oo[ 

<=> ?zln(0,4) < ln(0,00l) 

ln(0,00l) , , 

on>— V — r^car ln(0,4)<0 
In (0,4) V J 

<=> n > 7,53 a 10“ 2 pres 

Puisque n est entier, on deduit done n > 8 


Exercice n°22 (enonce) 

L’univers est constitue de l’ensemble des combinaisons de 2 elements pris parmi 10, d’ou Card ( t l ) 


^ 10 ^ 

v2y 


10x9 

2x1 


= 45. 


Notons A l’evenement « d’obtenir deux bulletins de sortes differentes ». 

2 raisonnements s’offrent a nous : 

- Ou bien on decide de determiner Card (A ) . II y a trois possibility (1 bulletin « oui » et 1 bulletin « non », 1 bulletin 


« oui » 
Card (A) 


et 1 bulletin « blanc », ou 1 bulletin « non » 

4x3 + 4x3 + 3x3 = 33 , et ainsi p(A ) 


4 3 

( 3 ) 

+ 

f4) 

f 3 l 

+ 

f 3 l 

f 3 l 

vl. 



vl. 

Ik 


vl. 

vl. 


et 1 bulletin 
Card (A) _ 33 _ 11 
’ Card (Q) _ 45 _ 15 


« blanc ») 


done 


- Ou bien on raisonne avec l’evenement contraire A qui est « obtenir deux bulletins identiques ». II y a trois possibilites 
(deux bulletins « oui », deux bulletins « non » , deux buleltins « blanc », done 


/— \ 

( 4 ) 


f 3 l 


f 3 l 

M= 

A 

+ 

A 

+ 

v2. 


4x3 

+ 

2 


3x2 


3x2 

+ 

2 


= 6 + 3 + 3 = 12, 


d’ou 


CardfAj 12 4 

P \ ' Card (Cl) ~ 45 _ 15 


et done 


Les deux methodes fournissent le meme resultat ! 
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1) Tirages successifs sans remise de 3 jetons parmi 9. II y a = 504 possibilites 
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a) Notons A Tevenement « Tirer 3 jetons verts ». On a 


A 3 5 

p U) = ^ = — 

V ’ 4 42 


b) Notons B Tevenement « Ne tirer aucun jeton vert ». On a 

c) Notons C Tevenement « Tirer au plus 2 jetons verts » 
l ere methode : p(Cj = p{^ A^ = \- p(A} = \ — — = 


/ j 3 i 

p l B ) = ^ = - - 
V ’ 4 21 


37 


42 


2 eme methode 


Tirer exactement 1 vert : 

- choix de la place du jeton vert 

Ne tirer aucun vert " c ^°’ x ^ ' vert et ^ rou S cs Tirer exactement 2 verts 


P( C ) = - 


4 + 3xN‘x4 +3x4x4 37 


4 


42 


3 xA 2 xA 1 

d) Soit D Tevenement « Tirer exactement 1 jeton vert ». p ^ = 

A 

2) Tirages simultanes de 3 jetons parmi 9. II y a C\ — 84 possibilites 


14 


a) Notons A Tevenement « Tirer 3 jetons verts ». On a 


p(A) = 


Cl ~ 42 


b) Notons B Tevenement « Ne tirer aucun jeton vert ». On a 

c) Notons C Tevenement « Tirer au plus 2 jetons verts » 

l ere methode : p(C) = = l-jo(N) = 1 


C 3 1 

p (B) = ^r = — 

V ’ cl 21 


_5_ 

42 


37 


42 


2 eme methode 


Ne tirer aucun vert 


p(C) = 


Cl 


Tirer exactement 1 vert : 

- choix de la place du jeton vert 

- choix d'l vert et de 2 rouges 

+ c44 + 


Tirer exactement 2 verts 


Cl 


37 

42 


d) Soit D Tevenement « Tirer exactement 1 jeton vert ». p ( I ) ) = 


Q 2 xc: 

c 9 3 


5 

14 


Commentaire sur T exercice : 

Selon toute logique, on doit retrouver les memes resultats dans les deux parties. En effet, tirer successivement sans remise 3 boules ou 
les tirer simultanement revient au meme. Que Ton traite un tirage comme un arrangement ou comme un sous-ensemble, les questions 
a) et b) nous foumissent le meme resultat si on a conserve Tordre jusqu’au bout (numerateurs et denominateurs des fractions) le meme 
mode de comptage. En ce qui conceme la question c), si on travaille avec des arrangements, on induit ainsi un ordre. II ne faut done 
pas oublier de multiplier par 3, e’est a dire de choisir d’abord une place pour le jeton vert. Ce probleme ne se pose pas avec des 
combinaisons. Conclusion : II est plus facile de travailler avec des combinaisons. 

Cette derniere remarque est valable car le type d’evenements etudie ne fait pas intervenir d’ordre. 
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